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　　摘　要 : 　为实现线性调频信号参数的快速、准确估计 ,本文通过分段解线调和直接解线调建立了频域波束空间

方程 ,并利用 Beamspace2ESPRIT获得了调频斜率和初始频率的估计.仿真实验显示算法计算量较小 ,性能优良 ,估计精

度接近 CRB界.
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Abstract :　To realize a fast and accurate parameter estimation of LFM signals ,the paper constructs beamspace equations in fre2
quency domain by subsection dechirp and direct dechirp. Then Beamspace2ESPRIT is used to estimate the chirp rate and initial fre2
quency. Simulation shows the proposed method has a low computational cost and high performance close to CRB.
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1　引言

　　线性调频信号 (LFM)在雷达和通信等领域有着极其广泛

的运用.初始频率和调频斜率作为表征线性调频信号频率特

性的基本参数 ,其估计问题一直是信号处理的重要研究内容.

传统的估计方法大都基于极大似然估计 (ML) [1～3 ] ,其估计精

度逼近 CRB界 ,但搜索量极大而不利于工程实现.线性调频

信号在时频域内的聚焦特性提供了参数估计的时频方法 ,如

Randon2Wigner变换 (RWT) ,Radon2Ambiguity变换 (RAT) [4 ,5 ] ,分

数阶傅立叶变换 (FRFT) .其中 RAT和 FRFT都为一维搜索 ,运

算量与ML相比有较大减少 ,但仍然需要繁琐的搜索和计算.

分段解线调、直接解线调和最近提出的离散 chirp变换 [6 ]计算

量较小 ,但是估计精度和分辨力较差.为实现计算量和性能的

一种较好的结合 ,本文分别通过分段解线调和直接解线调建

立了频域波束空间方程 ,利用 Beamspace2ESPRIT(BSE)获得了

调频斜率和初始频率的估计.整个算法对参数的估计通过计

算完成 ,摆脱了复杂的搜索过程和 FFT谱峰确定参数值的粗

糙估计方法 ,因此在计算量很小的同时获得了较高的估计精

度.结果表明本文算法在多信号条件下估计性能接近 CRB

界.为增加算法的通用性和实用价值 ,本文还研究了线性调频

信号参数无模糊估计的条件 ,并给出了一种欠采样条件下初

始频率估计解模糊的方法.

2　数据模型

　　假设由 P个宽带线性调频信号和噪声构成的时间序列为

x ( t) = ∑
P

m =1

sm ( t) + v ( t) (1)

sm ( t) = Ame j (2πf
m0

t +πk
m

t
2
) , 　m = 1 ,2 , ⋯, P (2)

这里的{ sm ( t) } P
m = 1为互不相关的宽带线性调频信号 , { Am} P

m = 1

为包含信号幅度和初相的常数项 , { fm0} P
m = 1、{ km } P

m = 1分别是

信号的初始频率、调频斜率. v ( t)为相互独立且与信号无关的

零均值高斯白噪声.

假设采样率为 fs ,对式 (1)进行离散化 ( t = nTs = n/ f s) ,得

x ( n) = ∑
P

m =1

sm ( n) + v ( n) (3)

其中 sm ( n) = Ame j 2π
f
m0
f
s

n +π
k
m

f
2
s

n
2

, m = 1 ,2 , ⋯, P (4)

从式 (4)可以看出 ,离散化会带来参数估计的模糊 ,对于

初始频率 fm0 ,当欠采样时 ,即 f m0 > f s , fm0估计会出现模糊.

设 fm0 = L 3 fs + Fm0 3 fs (5)

其中 L 为整数 , Fm0 = mod
f m0

fs
fs 为信号的数字初始频率 ,

mod()表示求余运算.数字初始频率 Fm0是实际估计出的 ,要

获得对初始频率 f m0的估计 ,还要确定整数 L 的值 ,即确定位

f m0于那个“区间”.

再研究调频斜率 km ,记数字调频斜率 Km = km/ f2
s .观察

式 (4) ,不难发现当 Km ≥2时 , km 估计存在模糊 ,反之则无模

糊.设数据长度为 N ,对应带宽为 Bm ,带宽和调频斜率满足关

系 km = Bmf s/ N , 在实际工程应用中 ,为了防止频谱混叠 ,即
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使在欠采样情况下 ,采样频率 f s 也满足带通采样定律 : fs >

Bm ,则数字调频斜率 Km = km/ f2
s = Bm/ ( Nf s) < 1/ N < 2 ,因此

调频斜率 km 的估计不存在模糊.

综上所述 ,初始频率 fm0在欠采样条件下存在模糊 ,需要

确定其模糊区间 ,而调频斜率 km 不存在模糊 ,可以直接估计.

在以后的计算中 ,信号参数都表示成数字初始频率和数字调

频斜率的形式 :

sm ( n) = Ame j (2πF
m0 n +πK

m
n
2

) , 　m = 1 ,2 , ⋯, P (6)

3　调频斜率估计

311　分段解线调法及频域波束空间数据模型

假设数据长度 N 为偶数 ,对时间序列 x ( n)进行分段解

线调 : z ( n) = x ( n + N/ 2) x 3 ( n) (7)

将式 (3) 、(6)代入式 (7) ,得 :

z ( n) = ∑
P

m =1

e jπK
m

NnSSm ( N) + c ( n) (8)

SSm ( N) = | Am | 2e j (πF
m0

N +πK
m

N
2
/ 4) (9)

c ( n)为信号的交叉项以及噪声构成的干扰成份.

分段解线调后时间序列 z ( n)的数据长度变短为 N1 = N/

2.为了提高频率分辨力和精度 ,可以在 z ( n)后补零使数据总

长度变为 N2 ( N2≥N1) ,并作 N2点 FFT

　　Z ( k) = ∑
P

m =1

SSm ( N) ∑
N

1
- 1

n =0

e j2πK
m

N
1

ne - j2π k
N

2
n + Ci ( k)

= ∑
P

m =1

SSm ( N) sinc KmN1 -
k

N2
+ Ci ( k) (10)

sinc ( f ) = e j ( N
1

- 1)πf sin(πN1 f )

sin(πf )
(11)

简单地在频域中搜索出各个信号谱峰的位置.但是多信

号条件下分段解线调存在信号之间的交叉项 ,这些交叉项会

在频谱上产生虚假谱峰 ,因此排除虚假谱峰是必要的.直接解

线调作为一次线性变换不会产生交叉项 ,可以作为判别虚假

谱峰的一种手段.具体步骤如下 :

(1)对分段解线调的输出作 FFT,计算出各个谱峰所对应

的数字调频斜率 (包括虚假谱峰) ,假设这些调频斜率值为

{ Hl}
G
l = 1 ( G > P) .

(2)利用{ Hl }
G
l = 1逐一对时间序列进行直接解线调操作 ,

并作 FFT:FFT( x ( n) e - jπH
l
n
2
) ,如果 Hl 对应真实谱峰 ,则存在

信号被解线调 ,其 FFT会出现冲激状的谱峰 ,如果 Hl 对应虚

假谱峰 ,则没有信号被解线调 ,其 FFT不会出现谱峰 (可以加

一定门限进行判定) ,此 Hl应该排除.

现假设第 m信号谱峰的频率位置为 k0 ,并且该谱峰下仅

有一个信号 (对于一个谱峰下存在多个信号的问题可以通过

文[7 ]介绍的逐次滤波实现分离信号) .在该谱峰上加一单边

宽度为 L1 ( L1很小)的单位矩形窗 ,把第 m 信号谱峰附近的

点截取出来.窗函数包含了第 m 信号的能量 ,而过滤掉其他

信号能量 ,因此暂不考虑其他信号成份和交叉项的影响.则加

窗截取后的数据向量为 :

Zk
0

= [ Z ( k0 - L1) , ⋯, Z ( k0) , ⋯, Z ( k0 + L1) ]T (12)

由式 (10) 、(12) ,且忽略干扰影响 ,可得 :

Zk
0

= SSm ( N) d ( Km) (13)

d ( Km) = sinc KmN1 -
k0 - L1

N2
, ⋯, sinc KmN1 -

k0

N2
,

⋯, sinc KmN1 -
k0 + L1

N2

T

(14)

式 (13)为基于分段解线调的频域波束空间数据模型 ,其中向

量 d ( Km)含有调频斜率参数 Km ,因此可以从 d ( Km)间接估

计出调频斜率参数.

312　基于 Beamspace - ESPRIT的调频斜率估计

观察式 (13)频率波束空间模型 ,不难发现数据向量 Zk
0
与

向量 d ( Km)仅相差一个常系数 ,而 d ( Km)具有 Beamspace结

构 ,因此可以采用 Beamspace2ESPRIT算法[8 ]从式 (13)中估计

出第 m信号的数字调频斜率为

Km =
1

2 N1π
angle{ ZH

k
0
ΔH

1 PZk
0
} (15)

其中 angle ()表示求相位运算 ,

Δ1 = diag e - j2π
k
0

- L
1

N
2 , ⋯,e - j2π

k
0

N
2 , ⋯,e - j2π

k
0

+ L
1

N
2 ,变换矩阵

P =
IL

1
-

1
L1

11T
, N2 = N1

[ IL
1

- A ( AH A) - 1 AH ] , N2 > N1

(16)

其中 IL
1
为 (2L1 + 1) ×(2L1 + 1)的单位阵 ,1为 (2L1 + 1) ×1的

列向量 ,所有元素为 1 ,记矩阵 A = [1 ,α] ,其中 :

α= e - j2π
k
0

- L
1

N2
N

1 , ⋯,e - j2π
k
0

N2
N

1 , ⋯,e - j2π
k
0

+ L
1

N2
N

1
T

由数字调频斜率与调频斜率的换算关系 ,可得 :

km =
f2

s

2 N1π
angle{ ZH

k
0
ΔH

1 PZk
0
} (17)

4　初始频率估计

411　数字初始频率估计

由已估计出的 Km 对时间序列 x ( n)解线调 ,得

w ( n) = x ( n) e - jπK
m

n
2

(18)

对 w ( n)作 FFT ,设其频谱数据向量为 W ,找到谱峰位置 l0 ,加

单边长 L2的窗函数获取数据向量 :

Wl
0

= [ W ( l0 - L2) , ⋯, W ( l0) , ⋯, W ( l0 + L2) ]T = Amdd ( Fm0)

(19)

dd ( Fm0) = sinc Fm0 -
l0 - L2

N
, ⋯, sinc Fm0 -

l0

N
,

⋯, sinc Fm0 -
l0 + L2

N

T

(20)

上式中　sinc ( f ) = e j ( N - 1)πf sin(πNf)
sin(πf )

式 (19)与式 (13)形式相同 ,运用 Beamspace2ESPRIT算法估计

第 m信号的数字初始频率 Fm0得 :

Fm0 =
1

2πangle WH
l
0
ΔH

2 IL
2

-
1
L2

11T
Wl

0
(21)

Δ2 = diag e - j2π
l
0

- L
2

N , ⋯,e - j2π
l
0

N , ⋯,e - j2π
l
0

+ L
2

N (22)
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式 (22)为 FFT没有补零时的计算公式 ,此时 P = IL
2

-
1
L2

11T ,

如果对数据 w ( n)进行的是补零 FFT运算 ,则应根据式 (16)选

择变换矩阵 P.

412　初始频率的估计及解模糊

在欠采样条件下 ,获得信号的数字初始频率 Fm0后 ,根据

式 (5)还需确定整数 L 的值 ,才能计算出信号的初始频率.下

面提出一种基于延时法的 L 估计方法.

将 x ( t)延时τ(τ极小 , fm0相对于τ不模糊) ,

　x1 ( t) = x ( t -τ) = sm ( t -τ) + sother ( t -τ)

= e - j2πf
m0
τe - j2πk

m
tτ+ jπk

m
τ2

sm ( t) + sother ( t -τ) (23)

其中 sother ( t)为其它信号和噪声.

为了消除含有延时τ的时变相位成份和延时平方项 ,对

延时输出进行补偿得

　y1 ( t) = e jπ2 k
m

tτ- jπk
m
τ2

x1 ( t)

= e - j2πf
m0
τsm ( t) + e jπ2 k

m
tτ- jπk

m
τ2 sother ( t -τ) (24)

对 x ( t)和 y1 ( t)分别乘以第 m 信号的解线调因子再作 FFT,

得 :

X ( k) = FFT( x ( t) e - jπK
m

t
2
) , Y1 ( k) = FFT( y1 ( t) e - jπK

m
t
2
)

(25)

X ( k)和 Y1 ( k)的谱峰位置为 g0 ,则 fm0的估计值

f̂ m0 =
1

2πτ
(angle ( X ( g0) Y 3

1 ( g0) ) ) (26)

式 (26)的估计值较为粗糙 ,但是它是无模糊的 ,因此它可以确

定 fm0所在区间 , L = floor ( f̂ m0/ fs) (27)

floor ( x)取小于 x的最大整数

由此可得 : fm0 = floor ( f̂ m0/ fs) ×fs + Fm0×fs (28)

5　线性调频信号参数估计的 CRB

　　CRB界是参数估计性能的最优界限 ,下面给出线性调频

信号参数估计 CRB界矩阵的表达式 ,其详细的推导过程请见

附录.为了表示的方便 ,记信号常数项向量 A = [ A1 , A2 , ⋯,

Ap ]T ,数字初始频率向量 F0 = [ F10 , A20 , ⋯, Ap0 ]T ,数字调频

斜率向量 K = [ K1 , K2 , ⋯, Kp ]T ,常数项归一化的信号向量未

知参数向量 S ( n) = [ ss1 ( n) , ss2 ( n) , ⋯, ssp ( n) ]T.其中 ssm

( n) = e j (2πF
m0

n +πK
m

n
2
)

,未知参数向量φ= [ Re ( A) T , Im ( A) T ,

FT
0 , KT ,σ2 ]T.

则 CRB界矩阵为 Fisher信息矩阵的逆矩阵

CRB = F - 1 =

F - 1
1 0

0T σ4

N

(29)

其中 F1 =

FAA FAF
0

FAK

FT
AF

0
FF

0
F

0
FF

0
K

FT
AK FT

F
0

K FKK

(30)

　　FAA =
2
σ2 Re ∑

N

n =1

QH S ( n) 3 S ( n) T Q (31)

　　FAF
0

=
2
σ2 Re ∑

N

n =1

j2πnQH S ( n) 3 S ( n) TΔ (32)

　　FAK =
2
σ2 Re ∑

N

n =1

jπn2 QH S ( n) 3 S ( n) TΔ (33)

　　FF
0

F
0

=
2
σ2 Re ∑

N

n =1

4π2 n2ΔH S ( n) 3 S ( n) TΔ (34)

　　FF
0

K =
2
σ2 Re ∑

N

n =1

2π2 n3ΔH S ( n) 3 S ( n) TΔ (35)

　　FKK =
2
σ2 Re ∑

N

n =1

π2 n4ΔH S ( n) 3 S ( n) TΔ (36)

其中　Q = [ I , jI ] ,Δ= diag( A1 , A2 , ⋯, Ap) .

6　仿真实验

　　假设时间序列由两个等功率线性调频信号和噪声构成 ,

其初始频率为 f10 = 150MHz和 f20 = 190MHz ,调频斜率为 K1 =

11172×1013 Hz/ s和 K2 = 115625×1013 Hz/ s.噪声为零均值高斯

白噪声.采样频率为 100MHz.

实验 1　改变入射信号信噪比 (SNR)从 5dB 到 30dB ,以

5dB为步长 ,取快拍数为 256. Monte2Carlo实验次数为 100.图 1

为调频斜率估计的均方根误差 ( RMSE)曲线 ,将本文算法

(BSE)和另一种高精度调频斜率估计算法 RAT的性能进行比

较 ,可以发现BSE估计精度非常接近 RAT(在高信噪比时甚至

更好) ,但计算量小得多 ,因此实用性更强.图 2为初始频率估

计的均方根误差 (RMSE)曲线.从图 2中可以看出初始频率估

计性能接近 CRB界 ,证明了算法的优良性能和有效性.

图 1 调频斜率估计的均方根　　图 2 初始斜率估计的均方根

误差随信噪比变化曲线 误差随信噪比变化曲线

图 3 调频斜率估计的均方根　　图 4 初始斜率估计的均方根

误差随快拍数变化曲线 误差随快拍数变化曲线

实验 2　固定信噪比为 5dB ,保持初始频率和调频斜率不

变.快拍数从 128到 512点 ,以 64为步长变化. Monte Carlo 实

验次数为 100.图 3为调频斜率估计的均方根误差曲线.图 4

为初始频率估计的均方根误差曲线.分段解线调后的数据长

度小于 256点的 ,采用补零的方法进行 256点 FFT运算.从以

上两图可以看出 ,本文算法对调频斜率和初始频率估计精度
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随快拍数的增加而提高.算法性能总体上接近 CRB界 ,显示

出较高的估计精度.

7　结论

　　在已有的线性调频参数估计方法中 ,性能较好的算法普

遍需要较为繁琐的搜索过程 ,而运算量较小的算法 ,一般估计

粗糙 ,精度较差.为了取得一种性能和计算量的较好结合 ,本

文通过分段解线调和直接解线调建立了频域波束空间方程 ,

利用 BSE算法实现了线性调频参数的高精度估计.整个过程

排除了搜索过程 ,计算量较小 ,性能上接近 CRB界.算法考虑

了欠采样下频率模糊问题和解模糊的方法 ,因此具有相当的

工程应用价值.

附录　线性调频信号 CRB界推导

　　CRB界为 Fisher信息矩阵的逆矩阵的对角线元素确定 ,

下面推导 Fisher矩阵的元素.

首先定义 x ( n)的信号部分为μ( n) = ST ( n) A ,则时间序

列 x ( n)可表示为下面形式 :

x ( n) =μ( n) + v ( n) (37)

其中 v ( n)为高斯白噪声 ,因此 x ( n)为高斯过程

x ( n)～NC (μ( n) , R) (38)

NC表示高斯过程 ,μ( n)为均值 , R为方差. Fisher矩阵的

元素可以由下面表达式得出 :

[ F ] l , k = Ntrace R - 1 5 R
5φl

R - 1 5 R
5φk
　　　　　　

+ 2Re ∑
N

n =1

5μH ( n)
5φl

R - 15μ( n)
5φk

(39)

由式 (30)可知 R =σ2 ,μ( n) = ST ( n) A故式 (39)可简化为 :

[ F] l , k =
N
σ4 trace

5σ2

5φl

5σ2

5φk
+ 2Re ∑

N

n =1

5μH ( n)
5φl

R - 15μ( n)
5φk

(40)

由于噪声与信号相互独立 ,所以

F =

Fl 0

0T N
σ4

(41)

F1定义如式 (30) .

简单计算可得

5μH ( n)
5Re ( A)

= S 3 ( n) ,
5μH ( n)
5Im( A)

= - jS 3 ( n) (42)

因此 5μH ( n)
5 A

= QH ( n) S 3 ( n) (43)

下面在推导μ( n)对初始频率的偏导数 ,

5μH ( n)
5 Fm0

= - j2πnA 3
m ss 3

m ( n) (44)

所以

5μH ( n)
5 F0

= [ - j2πnA 3
1 ss 3

1 ( n) , - j2πnA 3
2 ss 3

2 ( n) , 　　　

⋯, - j2πnA 3
P ss 3

P ( n) ]T = - j2πnΔH S 3 ( n) (45)

同理 5μH ( n)
5 Km

= - jπn2 A 3
m ss 3

m ( n) (46)

5μH ( n)
5 K

= [ - jπn2 A 3
1 ss 3

1 ( n) , - jπn2 A 3
2 ss 3

2 ( n) , 　　　

⋯, - jπn2 A 3
P ss 3

P ( n) ]T = - jπn2ΔH S 3 ( n) (47)

将式 (42)～ (47)代入式 (40)可求得 Fisher矩阵.
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